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1. Kutatási el®zmények és a téma indoklása
A kooperatív játékelmélet jelent®sége elvitathatatlan. A matematika, illetve a közgazda-
ságtan határmezsgyéjén elhelyezked® tudományterület eszköztára lehet®vé teszi számunk-
ra, hogy olyan gazdasági szituációkat modellezzünk, elemezzünk, amelyekben a felek kö-
zötti együttm¶ködésen, és a közösen elért eredményen van a hangsúly. Az ilyen jelleg¶
szituációkban alapvet®en két kérdéskört vizsgálunk: milyen kooperációs csoportok (koalí-
ciók) jönnek létre, illetve hogyan tudjuk elosztani az együttm¶ködésb®l ered® hasznot a
résztvev® felek között. A kooperatív játékelmélet területén az utóbbi évtizedekben számos
elméleti eredmény született, de fontos kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jelleg¶ek,
hanem a gyakorlatban is alkalmazható/alkalmazott megoldásokat szolgáltatnak.
Például 1933-ban a Tennessee Valley Authority (TVA), a Tennessee Völgy gazdasá-
gi irányítására létrejöv® társaság esetében, amely többek között a térség vízgazdálkodási
problémáinak vizsgálatával is foglalkozott. Költségelosztási megoldásaik között olyanok is
szerepelnek, amelyek megfeleltethet®k kooperatív játékelméleti megoldáskoncepcióknak.
Ezen eredményeket Straffin and Heaney (1981), a TVA munkásságát játékelméleti szem-
pontból is bemutató cikkében olvashatjuk.
Olyan szituációkkal foglalkozunk, amelyek gráfelméleti terminológiával élve rögzített
fákkal modellezhet®ek. Adott a résztvev®k egy rögzített, véges halmaza, akik egy rögzített
fával reprezentálható hálózaton keresztül kapcsolódnak egy kitüntetett csúcshoz, a gyökér-
hez. Számos valós szituáció modellezhet® így, például a disszertáció 2. fejezetének alapjául
szolgáló példát, ahol egy öntözési csatornarendszer fenntartási költségeit vizsgáljuk.
A disszertációban bemutatunk egy speciális játékosztályt, a sztenderd fixfa játékok
osztályát, és példákkal szolgálunk a vízgazdálkodás területér®l származó alkalmazható-
ságukra. Az itt bemutatott példákon túl további játékelméleti alkalmazásokat, szintén
vízgazdálkodási problémákra Parrachino et al. (2006) munkájában olvashatunk. A fixfa
struktúrán túl számos egyéb gráfelméleti modell is alkalmazható, ilyen például a legrövi-
debb út játékok osztálya, amelyekkel b®vebben a 7. fejezetben fogunk foglalkozni.
Speciális esetként meg kell említenünk a repül®tér-problémák osztályát (airport prob-
lems), melyek egy elágazásmentes fával, ún. lánccal modellezhet®ek. Az ehhez kapcsolódó
repül®tér játékok a sztenderd fixfa játékok egy valódi részhalmazát adják. A repül®tér
játékokat Littlechild and Owen (1973) vezették be, karakterizációjukkal az 5. fejezetben
fogunk részletesebben foglalkozni.
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1.1. Fenntartási vagy öntözési játékok
A fixfa játékok egy elterjedt alkalmazási területe az ún. fenntartási játékok (maintenance
games). Ezek olyan szituációkat írnak le, ahol játékosok, felhasználók egy csoportja egy
fixfa hálózaton keresztül kapcsolódik egy bizonyos szolgáltatóhoz (ez a fa gyökér-csúcsa).
A hálózat minden élének adott a fenntartási költsége, a kérdés pedig az, hogy miként
osszuk el igazságosan a teljes hálózat fenntartási költségét (ami az éleken vett költségek
összege) a felhasználók között.
Egy kevésbé elterjedt elnevezés ugyanezen fixfa játékokra az ún. öntözési játékok (irri-
gation games), melyek 2. fejezetben bemutatott vízgazdálkodási problémához kapcsolód-
nak. Gazdálkodók egy csoportja egy közös csatornarendszerb®l fedezi a földjeik öntözését,
amely egy kitüntetett ponton csatlakozik a f®csatornához. A hálózatnak a költségeit a
gazdálkodók között kell elosztani. Aadland and Kolpin (1998) 25 Montana állambeli csa-
tornarendszert vizsgált, ahol az adott szituációkban két különböz® típusú költségelosztási
módszert alkalmaztak az ottani gazdálkodók, az átlag szerinti elosztások, valamint a soros
elosztások bizonyos típusait. Aadland and Kolpin (2004) azt is vizsgálták, hogy mik azok
a környezeti, geográfiai tényez®k, amik esetleg egy-egy csatornarendszert az alkalmazott
költségelosztási elv kiválasztásában befolyásoltak.
1.2. Folyóelosztási, illetve folyótisztítási problémák
Adott egy folyó, és a folyó mentén elhelyezked® játékosok, ezek lehetnek országok, váro-
sok, folyó menti vállalatok, stb. A folyó sodrása szerint alul lév®knek nem mindegy, hogy
milyen és mennyi vizet enged tovább az ország, ugyanakkor neki sem mindegy, hogy a
felette lév® országok hogy rendelkeznek a folyóval az ®t megel®z® szakaszon. Ambec and
Sprumont (2002) cikkében a szerepl®k (országok) folyó menti elhelyezkedése határozza
meg a vízmennyiséget, amit kontrollálnak, és a jólétet, amit ezáltal biztosítani tudnak
maguknak. Ambec and Ehlers (2008) azt vizsgálták, hogy miként lehet hatékonyan elosz-
tani egy folyót a kapcsolódó országok között. Megmutatták, hogy az együttm¶ködésb®l
pozitív módon profitálnak az abban résztvev®k, illetve megadták, hogy miként lehet a
profitot elosztani.
A folyótisztítási problémák esetén hasonló a kiindulási struktúra. Adott a folyó, ennek
mentén az országok (vállalatok, gyárak, stb), illetve a szennyezés mértéke, amit az egyes
szerepl®k kibocsájtanak. A folyó minden egyes szakaszán adottak a tisztítási költségek is,
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így a kérdés az lesz, hogy ezeket a tisztítási költségeket hogyan osszák fel egymás között.
Mivel a folyó mentén feljebb elhelyezked®k szennyezése befolyásolja a szennyezettséget,
és ezáltal a tisztítási költséget az utánuk lév® szakaszokon is, így egy egyetlen útból álló
fixfa struktúrát kapunk.
Ni and Wang (2007) két különböz® aspektusból vizsgálták a tisztítási költségek elosz-
tásának kérdését. Megmutatták, hogy mindkét esetben adott egy-egy elosztási módszer
(Local Responsibility Sharing - LRS, illetve Upstream Equal Sharing - UES), amely a
megfelel® kooperatív játékban megegyezik a Shapley-értékkel. Ebb®l kiindulva Gómez-
Rúa (2013) azt vizsgálta, hogy a tisztítási költség bizonyos környezeti adók figyelembe
vételével hogyan osztható szét. Megtárgyalta, hogy mik azok az elvárt tulajdonságok,
amelyeket valós szituációkban országok adózási stratégiájában el®írnak, és ezek hogyan
implementálhatóak a konkrét modellek esetén. Megvizsgálta, hogy adott elosztási mód-
szerek mely tulajdonságokkal karakterizálhatók, és megmutatta, hogy az egyik elosztási
szabály megegyezik a vonatkozó játék súlyozott Shapley-értékével.
Khmelnitskaya (2010) olyan problémákat vizsgál, amikor a folyóelosztási probléma
vagy egy gyökérrel rendelkez® vagy egy nyel®vel rendelkez® gráffal reprezentálható. Ez
utóbbi esetben olyan gráfokról van szó, ahol a gyökérrel rendelkez® esethez képest a gráf
irányítása fordított, tehát a folyó, a deltáknak megfelel®en több forrásból érkez® folyamo-
kat egyesít egyetlen pontban, a nyel®ben.
1.3. Repül®tér és öntözési játékok
Az öntözési csatornarendszer egy gyökérrel rendelkez® fával reprezentálható. A fa gyökere
a f®kapu, minden csúcs egy felhasználót jelöl, az élek pedig a közöttük lév® csatornaszaka-
szokat. Eszerint a reprezentáció szerint Littlechild and Owen (1973) megmutatták, hogy a
hozzájárulás vektor (az elosztási kérdésre adott megoldás), amit a sequential equal cont-
ributions rule, továbbiakban a SEC szabály (vagy más ismert nevén a Baker-Thompson
szabály; Baker (1965),Thompson (1971)) szolgáltat, ekvivalens a Shapley-értékkel (Shap-
ley, 1953). E szerint a szabály szerint minden szakasz költségét egyenl®en kell szétosztani
azok között, akik az adott szakaszt használják, majd minden felhasználó összesen annyit
fizet, amennyi az általa használt szakaszok szakaszonkénti költségének összege.
A 2. fejezetben láthatunk egy empírikus és axiomatikus elemzést egy valós életb®l
vett problémára, egy közép-dél Montana állambeli öntözési csatorna elosztási költségeinek
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vizsgálata kapcsán (Aadland and Kolpin, 1998).
Abban az esetben, ha olyan gyökérrel rendelkez® fákat vizsgálunk, melyek elágazás-
mentesek (ezek lesznek a láncok), akkor a jól ismert repül®tér játékok osztályához jutunk
(Littlechild and Thompson, 1977). Ez az osztály tehát valódi részhalmaza az öntözési
játékok osztályának. A repül®tér játékokra vonatkozó eredmények áttekintését Thomson
(2007) munkájában olvashatjuk.
Az irodalomban Granot et al. (1996) vezette be a sztenderd fixfa játékok fogalmát.
Ezek a játékok megegyeznek az öntözési játékokkal, azzal a különbséggel, hogy az öntözési
játékok esetén a fa változhat, míg Granot et al. (1996) megközelítésében a fa rögzített. Kos-
ter et al. (2001) vizsgálják továbbá a sztenderd fixfa játékok magját. Ni and Wang (2007)
olyan szabályokat karakterizálnak a sztenderd fixfa játékok osztályán, amelyek kielégítik
az additivitás, illetve a nemreleváns költségekt®l való függetlenségr®l szóló tulajdonságo-
kat. Fragnelli and Marina (2010) pedig karakterizálják a SEC szabályt (sequential equal
contributions rule) a repül®tér játékok osztályán.
1.4. Felszállóági felel®sség
A felszállóági felel®sség esetén szintén költségfákon értelmezett elosztási problémákat tár-
gyalunk, de az eddigi alkalmazásokhoz képest eltér® módon. Ebben az esetben egy ener-
giaellátási láncot vizsgálunk, ahol adott egy motivált domináns vezet®, akinek hatalma
van rá, hogy meghatározza a szállítók direkt, illetve indirekt károsanyag-kibocsátásának
felel®sségét. A probléma által indukált játékot a felszállóági felel®sség (upstream respon-
sibility) játékának fogjuk nevezni (Gopalakrishnan et al., 2017), és a továbbiakban FF
játékként hivatkozunk rá.
Gopalakrishnan et al. (2017) TU-játék modelljét fogjuk alkalmazni, ez az ún. üveg-
házhatású gáz-kibocsátás és környezet játék (GHG Responsibility-Emissions and Environ-
ment - GREEN). Gopalakrishnan et al. a Shapley-értéket alkalmazzák az elosztási kérdés
megoldására, emellett pedig további olyan szennyezéssel kapcsolatos tulajdonságokat is
vizsgálnak, amelyek a károsanyag-kibocsátás szétosztásának vizsgálatakor relevánsak le-
hetnek. Emellett számos axiomatizációt is bemutatnak.
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1.5. Legrövidebb út játékok
Az azonos cím¶ fejezetben a legrövidebb út játékok osztályával foglalkozunk. Adott egy
hálózat, néhány felhasználó, illetve egy jószág. A felhasználók birtokolják a hálózat csú-
csait, céljuk pedig a jószág bizonyos csúcsokból bizonyos csúcsokba való szállítása lesz. A
szállítási költség a hálózaton belül kiválasztott úttól függ, a jószág sikeres szállítása pedig
bizonyos haszonnal jár. A feladat nemcsak a legrövidebb út kiválasztása (minimális költ-
ség¶ út, a maximális haszon érdekében), hanem a haszon felhasználók közötti szétosztása
is.
Fragnelli et al. (2000) vezetik be a legrövidebb út játékok fogalmát, és egyúttal azt is
megmutatják, hogy ezek osztálya megegyezik a monoton játékok osztályával.
Ebben a fejezetben áttekintjük majd a Shapley-érték további axiomatizációit, úgy
mint a Shapley (1953)-, Young (1985)-, Chun (1989)-, illetve van den Brink (2001)-féle
axiomatizációkat, és megvizsgáljuk, hogy érvényben maradnak-e a legrövidebb út játé-
kok osztályán. Arra a következtetésre fogunk jutni, hogy mindegyik fenti axiomatizáció
érvényes a legrövidebb út játékok osztályán.
2. Felhasznált módszerek és jelölések
Az alapvet® gráfelméleti fogalmak és modellek mellett a disszertáció nagy részében ko-
operatív játékelméleti módszereket alkalmazunk. A kooperatív játékelmélet jelent®sége
elvitathatatlan. A matematika, illetve a közgazdaságtan határmezsgyéjén elhelyezked®
tudományterület eszköztára lehet®vé teszi számunkra, hogy olyan gazdasági szituációkat
modellezzünk, elemezzünk, amelyekben a felek közötti együttm¶ködésen, és a közösen el-
ért eredményen van a hangsúly. Az ilyen jelleg¶ szituációkban alapvet®en két kérdéskört
vizsgálunk: milyen kooperációs csoportok (koalíciók) jönnek létre, illetve hogyan tudjuk
elosztani az együttm¶ködésb®l ered® hasznot a résztvev® felek között. A kooperatív játék-
elmélet területén az utóbbi évtizedekben számos elméleti eredmény született, de fontos
kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jelleg¶ek, hanem a gyakorlatban is alkalmazha-




N = {1, 2, . . . , n} a játékosok véges halmaza
L ⊆ N a fa leveleinek, levéljátékosainak halmaza
i ∈ N egy adott felhasználó, játékos
ci az i-edik szakaszra es® költség, az i-edik él költsége
I−i = {j ∈ N |j < i} a fában az i-t megel®z® csúcsok halmaza
I+i = {j ∈ N |i < j} a fában az i-t követ® csúcsok halmaza
ξai az átlag szerinti költségelosztási szabály
ξsi a soros költségelosztási szabály
ξegyi a közös költség egyenl® elosztásán alapuló költségelosztás
ξehai a közös költség egyéni használatból ered® költségrészek arányában történ® elosz-
tásán alapuló költségelosztás
ξri a korlátozott átlag szerinti költségelosztás
Bevezetés a kooperatív játékelméletbe
TU-játék átruházható hasznosságú kooperatív játék
|N | az N halmaz számossága
2N az N halmaz összes részhalmazainak osztálya
A ⊂ B A ⊆ B, de A 6= B
A unionmultiB az A és B diszjunkt halmazok uniója
(N, v) N játékoshalmazzal és v karakterisztikus függvénnyel megadott koope-
ratív játék
v(S) az S ⊆ N koalíció értéke
GN az N játékoshalmazon definiált játékok osztálya
(N, vc) N játékoshalmazzal és vc költségfüggvénnyel megadott költségjáték
I∗(N, v) szétosztások/preimputációk halmaza
I(N, v) elosztások/imputációk halmaza
C(N, v);C(v) mag-elosztások halmaza; a kooperatív játék magja
X∗(N, v) =
{
x ∈ RN | x(N) ≤ v(N)} az elérhet® kifizetések halmaza
ψ(v) = (ψi(v))i∈N ∈ RN a v játék pontérték¶ megoldása/értéke
v
′
i(S) = v(S ∪ {i})− v(S) az i játékos határhozzájárulása az S koalícióhoz
φi(v) az i játékos Shapley-értéke
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φ(v) = (φi(v))i∈N a v játék Shapley-értéke
pi a játékosok egy lehetséges sorbarendezése
ΠN a játékosok összes lehetséges sorbarendezéseinek halmaza
Fixfa játékok
Γ(V,E, b, c, N) fixfa hálózat
G(V,E) irányított gráf V csúcs- és E élhalmazzal
r ∈ V a gyökércsúcs
c élhalmazon értelmezett nemnegatív költségfüggvény
Si(G) = {j ∈ V : i ≤ j} az i-b®l irányított úton elérhet® élek halmaza
Pi(G) = {j ∈ V : j ≤ i} az i-t a gyökérrel összeköt® egyértelm¶ úton
elhelyezked® csúcsok halmaza
S¯ az S koalíció tagjainak fa-burka/törzse (a koalíció tagjait a gyökérrel
összeköt® egyértelm¶ utak uniója)
uT a T koalícióhoz tartozó egyetértési játék
u¯T a T koalícióhoz tartozó egyetértési játék duálisa
Repül®tér és öntözési játékok
(G, c) G gráffal és c költségfüggvénnyel megadott költségfa
GAI az N játékoshalmazzal rendelkez® repül®tér játékok osztálya
GNI az N játékoshalmazzal rendelkez® öntözési játékok osztálya
GG G költségfa problémák által indukált öntözési játékok alosztálya
Cone {vi}i∈N a vi játékok által kifeszített konvex kúp
i− = {j ∈ V : ji ∈ E} a fában az i játékost megel®z® játékos
virr öntözési játék
i ∼v j i és j ekvivalens játékosok a v játékban, azaz v′i(S) = v′j(S) minden
S ⊆ N \ {i, j}-re
ξSEC sequential equal contributions szabály szerinti költségelosztás
Felszállóági felel®sség
~ij i-b®l j-be mutató irányított él
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Ei azon élek halmaza, amelyekhez tartozó károsanyag-kibocsátásért az i csúcs köz-
vetlenül vagy közvetetten felel
ES azon élek halmaza, amelyekhez tartozó károsanyag-kibocsátásért az S koalíció
közvetlenül vagy közvetetten felel
GNFF az N játékoshalmazhoz tartozó FF játékok osztálya
Legrövidebb út játékok
Σ(V,A, L, S, T ) legrövidebb út probléma
(V,A) irányított, körmentes gráf, V csúcs-, A élhalmazzal
L(a) az a él hossza
S ⊆ N a források nemüres halmaza
T ⊆ N a nyel®k nemüres halmaza
P az {x0, . . . , xp} csúcsokat összeköt® út
L(P ) a P út hossza
o({x}) függvény, ami megadja, hogy ki birtokolja az x csúcsot
o(P ) megadja a P utat birtokló csúcsok halmazát
g egy áru forrástól nyel®ig való szállításából ered® bevétel
σ(Σ, N, o, g) legrövidebb út kooperatív szituáció
vσ legrövidebb út játék
3. Az értekezés tudományos eredményei
A disszertáció saját eredményeit (lemmákat, állításokat, tételeket, illetve ismert tételek
új bizonyításait) az értekezés folyamán az eredmény megnevezésének bekeretezésével
emeltük ki.
3.1. Költségelosztási modellek
A disszertáció egészének alapját egy költségelosztási probléma adja. Gazdálkodók egy
csoportja egy f®csatornához csatlakozó csatornarendszerb®l fedezi saját földterületének
vízigényét. A csatornarendszer m¶ködtetése és karbantartása költségeket von maga után,
ezeket a gazdálkodók közösen állják. A kérdés pedig az, hogy a gazdálkodók (továbbiakban
felhasználók) hogyan osszák fel igazságosan egymás között a csatornarendszerre vo-
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natkozó összköltséget. A bevezet®t követ®en megismerkedünk az alapmodellekkel és az
igazságosság fogalmát megragadni kívánó axiómákkal. Az axiómák alapját Aadland and
Kolpin (1998) munkája adja.
Ebben a fejezetben a fenti modelleket általánosítjuk fa-struktúrákkal reprezentálható
problémák esetében, és megmutatjuk, hogy továbbra is rendelkeznek a láncokra megfo-
galmazott elosztások tulajdonságaival. Ezek az eredmények egy korábbi cikkünkben már
bemutatásra kerültek (Kovács and Radványi, 2011).





ci, ahol (ξi (c))i∈N = ξ (c).
(a) Az átlag szerinti költségelosztási szabály szerint a csatorna fenntartási költségeit






(b) A soros költségelosztási szabály szerint az egyes szegmensekre es® költségeket osztjuk






3.2. Axióma. ξ költségmonoton, ha ∀c ≤ c′ esetén ξ (c) ≤ ξ(c′).
3.3. Axióma. ξ rang-tulajdonságú, ha ∀c ∈ RN+ -re és ∀j-re ∀i ∈ I−j ∪ {j} esetén:
ξi (c) ≤ ξj (c).







ahol az egyszer¶ség kedvéért J := I−i1 ∪ · · · ∪ I−ik ∪ I, ahol J az I által generált részfa.
3.5. Definíció.  A közös költség egyenl® elosztása:
ξegyi (c) = si +
1
|N |k(N) ∀i ∈ N-re.
 A közös költség egyéni használatból ered® költségrészek arányában történ® elosztása:




k(N) ∀i ∈ N-re.
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Eredményeinket az alábbi táblázat foglalja össze.
költségmonoton rang-tulajdonságú szubvenciómentes
ξa X X ×
ξs X X X
ξegy X X ×
ξeha × X ×
Elosztások tulajdonságai
3.6. Állítás . A fa-struktúrával reprezentált költségelosztási problémák esetén a költség-
monotonitás, a rang-tulajdonság, illetve a szubvenció-mentesség függetlenek egymástól.
3.7. Definíció. Egy költségmonoton, rang-tulajdonságú, szubvenciómentes elosztási el-
vet akkor nevezünk korlátozott átlag szerinti költségelosztási szabálynak, ha az eltérés a
szétosztott legmagasabb és legalacsonyabb költségek között a legkisebb, az összes lehetséges
elosztási elvet tekintve.
3.8. Tétel . Egyértelm¶en létezik egy ξr korlátozott átlag szerinti költségelosztási szabály,
mely rekurzíven konstruálható
3.9. Tétel . A korlátozott átlag szerinti költségelosztási szabály az egyetlen költségmo-
noton, rang-tulajdonságú, szubvenciómentes költség mechanizmus, ami maximális rawlsi
jólétet biztosít.






(b) c′ ≥ c és
(c)
∑





teljesülése esetén nem igaz, hogy ξh(c
′)− ξh(c) < ξj(c′)− ξj(c) ∀h ≤ i és j > i esetén.
3.11. Axióma. ξ szemi-marginális, ha ∀i ∈ N \ L-re ξi+1(c) ≤ ξi(c) + ci+1, ahol i + 1
jelöli az i egy közvetlen rákövetkez®jét I+i -ban.








3.13. Tétel . Egy ξ költségelosztási szabály pontosan akkor költségmonoton, rang-tulaj-
donságú, szemi-marginális és növekv®en szubvenciómentes, ha ξ = ξs, vagyis pontosan
akkor, ha megegyezik a soros költségelosztási szabállyal.
3.14. Tétel . A soros költségelosztási szabály az egyetlen költségmonoton, rang-tulajdon-
ságú és növekv®en szubvenciómentes mechanizmus, ami maximális rawlsi jólétet biztosít.
3.15. Tétel . A soros költségelosztási szabály az egyetlen költségmonoton, rang-tulajdon-
ságú, szemi-marginális mechanizmus, ami minimális rawlsi jólétet biztosít.
3.2. Repül®tér és öntözési játékok
Ebben a fejezetben bemutatjuk az öntözési játékokat és karakterizáljuk ezek osztályát.
Megmutatjuk, hogy az öntözési játékok osztálya egy nemkonvex kúp, ami valódi részhal-
maza az egyetértési játékok duálisai által kifeszített véges konvex kúpnak, tehát minden
öntözési játék konkáv játék. Ezen túl azt is megmutatjuk, hogy a repül®tér játékok osz-
tálya az öntözési játékokéval azonos karakterizációval bír.
A fent említett eredményeken túl kiterjesztjük Dubey (1982), illetve Moulin and Shen-
ker (1992) eredményeit az öntözési játékok osztályára. Továbbá összevetjük és lefordítjuk
a költségelosztási irodalomban használt axiómákat (lásd pl. Thomson, 2007) a kooperatív
TU-játékok nyelvére. Ezáltal olyan eredményekkel szolgálunk, amelyek világossá teszik,
hogy Dubey (1982), illetve Moulin and Shenker (1992) eredményei közvetlenül levezet-
het®ek Shapley (1953) és Young (1985) eredményeib®l. Vagyis Shapley (1953) és Young
(1985) eredményeinek két újabb változatát mutatjuk be, egyúttal belátva, hogy Dubey
(1982), Moulin and Shenker (1992), valamint a mi karakterizációink a két új változat
közvetlen következményei.
Karakterizációs eredményeinkben a TU-játékok terminológiáját viszonyítjuk a költ-
ségelosztási terminológiához, hidat építve a két terület között.
Tudomásunk szerint eredményeink az els® olyan eredmények, amelyek az öntözési játé-
kok osztályának precíz karakterizációját adják, illetve kiterjesztik Shapley-nek, valamint
Young-nak a Shapley-érték axiomatizálására vonatkozó eredeti eredményeit eme játék-
osztályra. Levonjuk a következtetést, miszerint a Shapley-érték alkalmazása költségfán
értelmezett problémák esetén elméleti szinten jól megalapozott, és mivel a Shapley-érték
számítási bonyolultság szempontjából jól viselkedik (Megiddo, 1978), vonzó megoldás a
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költségfákon értelmezett problémák megoldása során. Ennek a fejezetnek az eredményei
a Márkus, Pintér és Radványi (2011) cikkben kerültek publikálásra.
Ebben a fejezetben az egyetértési játékok duálisaira építünk. Az egyetértési játék du-
álisa minden T ∈ 2N \ {∅} és S ⊆ N esetén:
u¯T (S) =
 1, ha T ∩ S 6= ∅,0 különben.
3.16. Definíció (Öntözési játék). Minden (G, c) költségfa és N = V \ {r} játékoshal-





ahol az üres összeg értéke 0.
3.17. Definíció (Repül®tér játék I.). Egy repül®tér probléma esetén legyen
N = N1 unionmulti · · · unionmulti Nk a játékosok halmaza, valamint legyen adott c ∈ Rk+, oly módon, hogy
c1 < . . . < ck ∈ R+. Ekkor a v(N,c) ∈ GN repül®tér játék így definiálható: v(N,c)(∅) = 0,




3.18. Definíció (Repül®tér játék II.). Egy repül®tér probléma esetén legyen
adott N = N1 unionmulti · · · unionmultiNk, a játékosok halmaza, valamint c = c1 < . . . < ck ∈ R+. Legyen
G = (V,E) egy olyan lánc, ahol V = N ∪ {r}, illetve E = {r1, 12, . . . , (|N | − 1)|N |},
N1 = {1, . . . , |N1|}, . . . , Nk = {|N | − |Nk| + 1, . . . , |N |}. Továbbá minden ij ∈ E esetén
legyen c(ij) = cN(j) − cN(i), ahol N(i) = {N∗ ∈ {N1, . . . , Nk} : i ∈ N∗}.
A (G, c) költségfa esetén a v(N,c) ∈ GN repül®tér játék a következ®képpen definiálható:






Nyilvánvaló, hogy mindkét definíció ugyanazt a játékot adja.
3.19. Lemma . Tetsz®leges ∅ 6= T ⊆ N koalícióra, amire T = Si(G), i ∈ N , van olyan
G lánc, hogy u¯T ∈ GG. Tehát {u¯T}T∈2N\{∅} ⊂ GNA ⊂ GNI .
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3.20. Lemma . Minden gyökérrel rendelkez® G fa esetén GG ⊂ Cone {u¯Si(G)}i∈N . Tehát
GNA ⊂ GNI ⊂ Cone {u¯T}T∈2N\{∅}.
3.21. Lemma . GNA nem konvex halmaz, s®t GNI sem.
3.22. Lemma . Minden gyökérrel rendelkez® G fa és v =
∑
i∈N αSi(G)u¯Si(G) ∈ GG, és
minden i∗ ∈ N esetén ∑i∈N\{i∗} αSi(G)u¯Si(G) ∈ GG. Ezért minden v = ∑T∈2N\{∅} αT u¯T
alakú repül®tér játék és T ∗ ∈ 2N \ {∅} koalíció esetén ∑T∈2N\{∅,T ∗} αT u¯T ∈ GNA , valamint
minden v =
∑
T∈2N\{∅} αT u¯T öntözési játék és T
∗ ∈ 2N \ {∅} esetén ∑T∈2N\{∅,T ∗} αT u¯T ∈
GNI .
3.23. Lemma . Minden öntözési játék konkáv.
3.24. Következmény . A repül®tér játékok osztálya, rögzített játékoshalmaz esetén vé-
ges sok konvex kúp uniója, de maga az osztály nem konvex. Továbbá a repül®tér játékok
osztálya valódi részhalmaza az öntözési játékok osztályának. Rögzített játékoshalmaz ese-
tén az öntözési játékok osztálya szintén véges sok konvex kúp uniója, és maga az osztály ez
esetben sem konvex. Az öntözési játékok osztálya továbbá valódi részhalmaza az egyetértési
játékok duálisai által kifeszített véges, konvex kúpnak, vagyis minden öntözési, és ezáltal
minden repül®tér játék is konkáv játék.
3.25. Definíció. Legyen v ∈ GN és
piSh(S) =

|S|!(|(N \ S)| − 1)!
|N |! , ha i /∈ S,
0 különben.




Sh súlyokkal vett várható







Ekkor a v öntözési játék magja a következ®:
C(v) =
{
x ∈ RN :
∑
i∈N







3.26. Definíció. A ψ érték az A ⊆ GN játékosztályon mag-kompatibilis, ha minden
v ∈ A esetén ψ(v) ∈ C(v).
3.27. Tétel . A (G, c) költségfán értelmezett ξ költségelosztási szabály pontosan akkor
szubvenciómentes, ha a költségfa által generált v(G,c) öntözési játékon a ξ költségelosztási
szabály által generált érték mag-kompatibilis.
3.28. Definíció. Egy ψ érték az A ⊆ GN játékosztályon




 nulla játékos tulajdonságú (null-player property - NP ), ha minden v ∈ A esetén
i ∈ N , v′i = 0-b®l következik, hogy ψi(v) = 0,
 egyenl®en kezel® (equal treatment property - ETP ), ha minden v ∈ A esetén i, j ∈
N , i ∼v j-b®l következik, hogy ψi(v) = ψj(v),
 additív (additive - ADD), ha minden v, w ∈ A esetén, amire v + w ∈ A, ψ(v + w)
= ψ(v) + ψ(w),
 marginális (marginal - M), ha minden v, w ∈ A és i ∈ N esetén v′i = w′i-b®l
következik, hogy ψi(v) = ψi(w).
3.29. Tétel (Shapley-féle axiomatizáció). Minden gyökérrel rendelkez® G fa ese-
tén, egy ψ érték a GG-n PO, NP , ETP és ADD akkor és csak akkor, ha ψ = φ, azaz
pontosan akkor, ha az érték ekvivalens a Shapley-értékkel. Azaz egy ψ érték a repül®tér,
illetve az öntözési játékok osztályán pontosan akkor PO, NP , ETP és ADD, ha ψ = φ.
3.30. Tétel (Young-féle axiomatizáció). Minden gyökérrel rendelkez® G fára a ψ
érték a GG-n PO, ETP és M akkor és csak akkor, ha ψ = φ, azaz pontosan akkor, ha
ekvivalens a Shapley-értékkel. Tehát a repül®tér, illetve az öntözési játékok osztályán egy
ψ érték pontosan akkor PO, ETP és M , ha ψ = φ.
3.31. Következmény . Minden v öntözési játék esetén φ(v) ∈ C(v), vagyis a Shapley-
érték magbeli. Továbbá, mivel minden repül®tér játék egyúttal öntözési játék is, így minden
v repül®tér játék esetén φ(v) ∈ C(v).
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3.32. Definíció (SEC szabály). Minden (G, c) költségfára és minden i játékosra a SEC
szabály szerinti elosztás a következ®képpen határozható meg:





3.33. Definíció. Legyen G = (V,E) egy gyökérrel rendelkez® fa. A G költségfák halmazán
értelmezett χ szabály
 nemnegatív (non-negativity - NN), ha minden c költségfüggvény esetén teljesül, hogy
χ(G, c) ≥ 0,
 korlátos költség¶ (cost boundedness - CB), ha minden c költségfüggvény esetén tel-













 egyforma játékosokat egyformán kezel® (equal treatment of equals - ETE), ha min-
den c költségfüggvény és i, j ∈ N játékospár esetén a ∑e∈EPi(G) ce = ∑e∈EPj(G) ce
egyenl®ségb®l következik, hogy χi(G, c) = χj(G, c),
 feltételesen költségadditív (conditional cost additivity - CCA), ha bármely két c, c′
költségfüggvény esetén χ(G, c+ c′) = χ(G, c) + χ(G, c′),
 rendelkezik a legalább akkora költségek függetlenségének tulajdonságával (indepen-
dence of at-least-as-large costs - IALC), ha bármely két c, c′ költségfüggvény és i ∈ N







χi(G, c) = χi(G, c
′).
3.34. Állítás . Legyen G egy gyökérrel rendelkez® fa, χ legyen definiálva a (G, c) költség-
fákon, a ψ megoldás pedig a GG-on úgy, hogy χ(G, c) = ψ(v(G,c)) minden c költségfüggvény
esetén. Ekkor, amennyiben χ
 nemnegatív és korlátos költség¶, akkor ψ NP tulajdonságú,
 hatékony, akkor ψ PO tulajdonságú,
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 egyenl® játékosokat egyenl®en kezel®, akkor ψ ETP tulajdonságú,
 feltételesen költségadditív, akkor ψ ADD tulajdonságú,
 rendelkezik a legalább akkora költségek függetlenségének tulajdonságával, akkor ψ
M tulajdonságú.
3.35. Tétel . A χ szabály a költségfán értelmezett elosztási problémák esetén pontosan
akkor nemnegatív, korlátos költség¶, hatékony, egyenl® játékosokat egyenl®en kezel® és
feltételesen költségadditív, ha χ = ξ, vagyis pontosan akkor, ha χ ekvivalens a SEC sza-
bállyal.
3.36. Tétel . A χ szabály a költségfán értelmezett elosztási problémák esetén pontosan
akkor hatékony, egyenl® játékosokat egyenl®en kezel® és rendelkezik a legalább akkora költ-
ségek függetlenségének tulajdonságával, ha χ = ξ, vagyis pontosan akkor, ha χ ekvivalens
a SEC szabállyal.
3.3. Felszállóági felel®sség
Ebben a fejezetben szintén költségfákon értelmezett elosztási problémákat tárgyalunk,
de az eddigi alkalmazásokhoz képest eltér® módon. Ebben az esetben egy energiaellátási
láncot vizsgálunk, ahol adott egy motivált domináns vezet®, akinek hatalma van rá, hogy
meghatározza a szállítók direkt, illetve indirekt károsanyag-kibocsátásának felel®sségét. A
probléma által indukált játékot a felszállóági felel®sség (upstream responsibility) játékának
fogjuk nevezni (Gopalakrishnan et al., 2017), és a továbbiakban FF játékként hivatkozunk
rá.
A FF játékok osztályára a következ®kben bemutatott eredményeink a Radványi (2018)
m¶helytanulmányban kerültek publikálásra.
3.37. Definíció (FF játék). Minden (G, c) költségfa és N = V \ {r} játékoshalmaz,





ahol az üres összeg értéke 0.
16
3.38. Lemma . Minden G láncra és T ⊆ N-re, amire T = Pi(G), i ∈ N , u¯T ∈ GG:
{u¯T}T∈2N\{∅} ⊂ GNA ⊂ GNFF .
3.39. Lemma . Minden gyökérrel rendelkez® G fa esetén GG ⊂ Cone {u¯Pi(G)}i∈N . Tehát
GA ⊂ GNFF ⊂ Cone {u¯T}T∈2N\{∅}.
3.40. Lemma . A GNA , illetve a GNFF halmazok nem konvexek.
3.41. Lemma . Minden gyökérrel rendelkez® G fa és v =
∑
i∈N αPi(G)u¯Pi(G) ∈ GG já-
ték, valamint minden i∗ ∈ N esetén ∑i∈N\{i∗} αPi(G)u¯Pi(G) ∈ GG. Ezért minden v =∑
T∈2N\{∅} αT u¯T repül®tér játék és T
∗ ∈ 2N\{∅} esetén∑T∈2N\{∅,T ∗} αT u¯T ∈ GNA , valamint
minden v =
∑
T∈2N\{∅} αT u¯T FF játék és T
∗ ∈ 2N \ {∅} esetén ∑T∈2N\{∅,T ∗} αT u¯T ∈ GNFF .
3.42. Lemma . Minden FF játék konkáv.
Eredményeinket a következ®képp foglalhatjuk össze:
3.43. Következmény . A repül®tér játékok osztálya, rögzített játékoshalmaz esetén vé-
ges sok konvex kúp uniója, de maga az osztály nem konvex. Továbbá a repül®tér játékok
osztálya valódi részhalmaza az FF játékok osztályának. Rögzített játékoshalmaz esetén az
FF játékok osztálya véges sok konvex kúp uniója, és maga az osztály ez esetben sem kon-
vex. Az FF játékok osztálya továbbá valódi részhalmaza az egyetértési játékok duálisai által
kifeszített véges, konvex kúpnak, vagyis minden FF játék, és ezáltal minden repül®tér játék
is konkáv játék.
3.44. Tétel (Shapley-féle axiomatizáció). Minden gyökérrel rendelkez® G fa esetén
egy ψ érték a GG-n PO, NP , ETP és ADD akkor és csak akkor, ha ψ = φ, azaz pontosan
akkor, ha az érték megegyezik a Shapley-értékkel. Azaz egy ψ érték az FF játékok osztályán
pontosan akkor PO, NP , ETP és ADD, ha ψ = φ.
3.45. Tétel (Young-féle axiomatizáció). Minden gyökérrel rendelkez® G fára a ψ
érték a GG-n PO, ETP és M akkor és csak akkor, ha ψ = φ, azaz pontosan akkor, ha
megegyezik a Shapley-értékkel. Tehát az FF játékok osztályán egy ψ érték pontosan akkor
PO, ETP és M , ha ψ = φ.
3.46. Következmény . Minden v FF játék esetén φ(v) ∈ C(v), vagyis a Shapley-érték
magbeli.
3.47. Következmény . A Shapley-érték az FF játékok osztályán polinomiális id®ben
számolható.
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3.4. Legrövidebb út játékok
Ebben a fejezetben a legrövidebb út játékok osztályával foglalkozunk. Adott egy hálózat,
néhány felhasználó, illetve egy jószág. A felhasználók birtokolják a hálózat csúcsait, céljuk
pedig a jószág bizonyos csúcsokból bizonyos csúcsokba való szállítása lesz. A szállítási
költség a hálózaton belül kiválasztott úttól függ, a jószág sikeres szállítása pedig bizonyos
haszonnal jár. A feladat nemcsak a legrövidebb út kiválasztása (minimális költség¶ út, a
maximális haszon érdekében), hanem a haszon felhasználók közötti szétosztása is.
Fragnelli et al. (2000) vezetik be a legrövidebb út játékok fogalmát, és egyúttal azt is
megmutatják, hogy ezek osztálya megegyezik a monoton játékok osztályával.
Ebben a fejezetben áttekintjük a Shapley-érték további axiomatizációit, úgy mint a
Shapley (1953)-, Young (1985)-, Chun (1989)-, illetve van den Brink (2001)-féle axioma-
tizációkat, és megvizsgáljuk, hogy érvényben maradnak-e a legrövidebb út játékok osztá-
lyán. Arra a következtetésre fogunk jutni, hogy mindegyik fenti axiomatizáció érvényes a
legrövidebb út játékok osztályán.
Eredményeink két ponton térnek el Fragnelli et al. (2000) munkájától. El®ször is Fragn-
elli et al. (2000) a Shapley-érték egy új axiomatizációját mutatja be, ezzel szemben mi
négy jól ismert karakterizációt vizsgálunk. Másodszor pedig abban térünk el, hogy amíg
Fragnelli et al. (2000) axiómái a probléma mögötti gráfon alapuló axiómák, addig mi ki-
zárólag kooperatív játékelméleti axiómákat használunk. Ez azt jelenti, hogy míg Fragnelli
et al. (2000) egy rögzített gráf alapú problémát vizsgálnak, addig mi az összes legrövidebb
út problémát tekintjük, tehát egy absztrakt döntéshozó szemszögéb®l nézzük, aki inkább
az absztrakt problémára fókuszál, mint sem a konkrét szituációra.
A következ®kben bemutatott eredményeink a Pintér and Radványi (2013) cikkben kerül-
tek publikálásra.
3.48. Definíció. Egy σ legrövidebb út kooperatív szituáció egy (Σ, N, o, g) lista. σ-t azo-
nosíthatjuk a vonatkozó vσ kooperatív TU-játékkal, amire minden S ⊆ N esetén fennáll,
hogy:
vσ(S) =
 g − LS, ha S birtokol egy utat a Σ-ban, és LS < g,0 különben,
ahol LS az S által birtokolt legrövidebb út hossza.
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3.49. Definíció. Egy vσ legrövidebb út játék a σ legrövidebb út kooperatív szituációhoz
tartozó játék. A legrövidebb út játékok osztályát SPG-vel ( shortest path games) jelöljük.
3.50. Tétel . Legyen adott A ⊆ GN úgy, hogy a Cone {uT}T⊆N, T 6=∅ ⊆ A. Ekkor a ψ
érték az A-n pontosan akkor PO, NP , ETP és ADD, ha ψ = φ.
3.51. Következmény (Shapley-féle axiomatizáció). Egy ψ érték a monoton játé-
kok osztályán pontosan akkor PO, NP , ETP és ADD, ha ψ = φ, vagyis pontosan akkor,
ha megegyezik a Shapley-értékkel.
3.52. Definíció. A ψ érték az A ⊆ GN halmazon
 igazságos (fairness property  FP ), ha bármely két v, w ∈ A játék és i, j ∈ N játékos
esetén, amire v + w ∈ A és i ∼w j: ψi(v + w)− ψi(v) = ψj(v + w)− ψj(v),
 koalíciósan stratégiailag ekvivalens (coalitional strategic equivalence  CSE), ha
minden v ∈ A játék, i ∈ N játékos, T ⊆ N koalíció, illetve α > 0 esetén:
i /∈ T és v + αuT ∈ A alapján következik, hogy ψi(v) = ψi(v + αuT ).
3.53. Tétel (van den Brink-féle axiomatizáció). Egy ψ érték a monoton játékok
osztályán pontosan akkor PO, NP és FP , ha ψ = φ, vagyis pontosan akkor, ha megegyezik
a Shapley-értékkel.
3.54. Lemma . A monoton játékok osztályán az M és CSE axiómák ekvivalensek.
3.55. Következmény (Young- és Chun-féle axiomatizáció). Egy ψ érték a mono-
ton játékok osztályán pontosan akkor PO, ETP és CSE, ha ψ = φ, vagyis pontosan akkor,
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